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Introducao a 5* Sinfonia de Beethoven

para engenharia acftstica

RESUMO

O objetivo destas notas de aula ¢ fazer com que alunos de engenharia compre-
endam a importancia de uma funcao senoidal e sua relacao com os fendmenos
vibratorios, usar tal funcao para sintetizar notas musicais no computador e con-
sequentemente fazer musica. Embora nao seja cobrado agora como determinar
as equagoes diferenciais que regem os fenémenos oscilatorios e ondulatorios, é
meu dever expor as equacoes do oscilador harmonico e da equagao de onda com o
formalismo mateméatico adequado e deixar claro que estamos interessados, por en-
quanto, apenas na fungdo matematica |[cos(kx —vt)| ou [sin(wot)], ou nas solugoes
da equacao de onda e do oscilador harmoénico. Para os diletantes, é apresentado
os rudimentos de musica necessarios e suficientes para o entendimento da 5% Sin-
fonia de Beethoven. A meta final é utilizar os principios de oscilacoes e ondas na
sintetizagao dos 628 compassos, de cada instrumento, da 5* Sinfonia.

Palavras-chave: Oscilagoes, Ondas, Série de Fourier, Sintese Sonora, Misica.



1 Introducao

Ludwig van Beethoven foi um compositor alemao, do periodo de transicao
entre o Classicismo (século XVIII) e o Romantismo (século XIX). E considerado
um dos pilares da musica ocidental, pelo incontestavel desenvolvimento, tanto da
linguagem como do contetido musical de suas obras, e permanece como um dos
compositores mais respeitados e mais influentes de todos os tempos.

Durante a Segunda Guerra Mundial, os paises ocupados pela Alemanha
eram proibidos de ouvir outras radios que nao as indicadas pelo III Reich. Toda-
via, muitas pessoas desafiavam a proibicao para escutar a BBC de Londres, que
durante a guerra usou como prefixo as notas iniciais da 5 Sinfonia de Beetho-
ven, cujas notas, trés curtas e uma longa, correspondem a letra "V", de vitoria,
em codigo morse. Nesta, como em outras ocasioes, a liberdade foi associada a
Beethoven.

O resumo de sua obra ¢ a liberdade, observam os criticos, a liberdade politica,
a hiberdade artistica do individuo, sua liberdade de escolha, de credo e a liberdade
individual em todos os aspectos da vida. Como introducao a sua vasta obra, vamos
um pouco além- daquela musica que anuncia o caminhao de gas (Pour Elise, op.
59). Uma boa introdugao ao génio sao as sinfonias. A 5% Sinfonia, pode ser uma
experiéncia estética inesquecivel, ainda mais sob uma boa batuta.

A peca que vamos discutir, foi composta por Beethoven mais de um século
apos a formulacao da mecanica newtoniana. A obra de Newton, Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, publicada em 1687, é considerada uma das mais
influentes na historia da ciéncia.

Esta obra descreve a lei da gravitagao universal, as leis fundamentais da

mecanica que fundamentam a cinemética e a dinamica.



A dindmica é o estudo do movimento e suas causas. Todo movimento é
causado por uma for¢a que atua num sistema onde ocorrem transformacgoes de
Energia. Por isso, a maior parte do estudo da dinamica é resumida nas Leis de
Newton e em Leis de Conservacao de Energia. Fisicamente, forca representa uma
interacao capaz de produzir equilibrio, variacao de velocidade e deformacao. O
seu efeito depende da direcao e do sentido em que é aplicada, logo a for¢a requer
uma representacao vetorial F que no Sistema Internacional de unidades é dado
em Newtons (N).

As trés leis de Newton, apresentadas pela primeira vez na obra: Philo-
sophie Naturalis Principia Mathematica, publicada em 1687, serao enunciadas e

em seguida, discutidas brevemente.

1* Lei de Newton:
Um ponto material permanece em repouso ou em movimento retilineo uniforme

(MRU) se nenhuma for¢a resultante atuar sobre ele.

2% Lei de Newton:
A wvariagdo de movimento de um corpo (de massa m) é proporcional (e tem mesmo

sentido) a forca resultante que age sobre esse corpo.

3% Lei de Newton:

A toda acao hd uma reacao de mesma intensidade e de sentido contrdrio.

A 1% Lei da a idéia de referencial inercial, no qual um corpo nao possui
variacao de movimento v = 0, quando livre da agao de forgas. Ela também é

conhecida como Principio da Inércia, formulada primeiramente por Galileu.



Um ponto importante na compreensao da 1* Lei é que ela nao pode ser valida
em qualquer referencial. Os referenciais em que é valida chamam-se referenciais
inerciais. Uma das implicacoes da 1% Lei é que qualquer variacao de velocidade
de um corpo (em modulo ou em dire¢ao) em relagdo a um referencial inercial,
ou seja, qualquer aceleracao deve estar associada a agao de forcas. Isso sugere
procurar uma relacao mais precisa entre forca e aceleracao.

Experiéncias simples mostram que objetos diferentes adquirem aceleragoes
diferentes quando submetidos & mesma forca. Essas aceleragoes sao inversamente
proporcionais a uma propriedade do corpo caracterizada por sua resposta a forga
aplicada, essa propriedade mede a quantidade de matéria do objeto e é denomi-
nada massa inercial (dada em kg). Ou seja, massa é um coeficiente que distingue
uma particula da outra. Assim, é comum dizer que F =maéa?2 Leide Newton,
mas nao corresponde a formulacao original de Newton.

Inicialmente, foi definido o momentum (quantidade de movimento p) como
uma medida de objeto que se origina conjuntamente da velocidade e da massa
(p = md), portanto, o principio fundamental da dinamica é: A waria¢io do
momentum € proporcional a forca aplicada e tem a direcao dessa forca.

Isso significa que a forga ¢ a taxa de variacao temporal do momentum.

“a = "a )

Dessa maneira, foi definido que a massa inercial m é a medida constante
da resisténcia de um corpo a uma mudanca no movimento em resposta a uma
forca externa. Embora esta formulacao seja inteiramente equivalente aquela co-
mumente escrita inicialmente, a ultima tem a vantagem de permanecer valida na
mecanica relativistica e a partir da expressao 1 é possivel obter todas as equagoes

da cinemaética.



A 1% Lei pode ser considerada um caso particular da 2 Lei, se a forca resul-
tante que atua sobre a particula é nula, ou seja, o que acarreta na permanéncia da
particula em repouso ou em MRU. A idéia implicita na 2 Lei é de que a massa
inercial m é uma caracteristica do corpo, uma vez determinada quando conhecida
a forca que atua sobre ele, devemos usar o mesmo valor de m para descrever ou-
tras forcas. A 2% Lei de Newton é o Principio Fundamental da Din&mica, é a lei
bésica que permite determinar a evolucao de um sistema na mecanica classica.

A 3% Lei de Newton é conhecida como lei da acao e reagao. Isso quer dizer
que as forcas aparecem aos pares em cada corpo separadamente. Vou exemplificar
as forcas de reagao mais usuais. A forca que age sobre todo e qualquer corpo de-
vido & atragao gravitacional da Terra ¢ chamada de forga peso P= mg. Suponha
agora um corpo em equilibrio que esta suspenso por um fio de massa desprezivel,
a reacao em resposta a forca peso é denominada forca tensional T =—T. Se o fio
¢ substituido por uma mola, a forca equilibrante de reacao a forca peso é a forca

restauradora elastica, dada pela Lei de Hooke:

F=—ky. (2)

Se o corpo é entao colocado sobre uma mesa, onde também permanece em
equilibrio, a forca que equilibra a forca peso agora ¢é aplicada pela mesa como
reacao de contato, denominada reacao normal N.

Realizaremos nossa abordagem da 5% Sinfonia a partir da fundamentacgao da
mecanica de Newton. Em um curso de graduacao, os temas Oscilagoes e Ondas
sao apresentados, tradicionalmente, com a formulacao das equacoes diferenciais
de segunda ordem que regem o movimento oscilatério.

No caso de um oscilador harmonico simples, a equacao diferencial que é
obtida a partir da 2% Lei de Newton e da Lei de Hooke, ¢ homogénea, e a solucao

¢ dada por uma funcao do tempo.



No oscilador amortecido é introduzido uma forca dissipativa que faz com
que o grafico do deslocamento tenha uma envoltoria exponencial. O oscilador
forcado fornece a condicao necessaria para obter uma amplitude maxima, quando
a frequéncia de oscilacao da forca externa, w estd muito proxima da frequéncia
natural do sistema wy.

No caso da equacao de onda, é necessério calcular a aceleracao num dado
ponto x para associar uma equacao de movimento com a propagacao de onda. A
velocidade e aceleracao em x se obtém ao fixar x e derivar em relagao ao tempo.
A onda (x,t) depende do tempo devido somente & variavel u = (x — vt). Logo, a
descricao matematica de uma onda serd uma equacao diferencial parcial, linear de
segunda ordem. Apresento simulagoes computacionais simples para visualizacao
de alguns fendémenos importantes, tais como, uma oscilacao amortecida, ondas
senoidais, fendmeno de interferéncia, batimentos, ondas estacionarias, modos nor-
mais em cordas e membranas.

E fortemente recomendavel a leitura completa destas notas de aula, refazer
as simulacoes e responder as questoes apresentadas ao final de cada secao.

Em seguida, sao apresentados alguns rudimentos de musica. Aqueles ne-
cessarios para podermos sintetizar uma misica completa. A musica escolhida,
obviamente, é a 5* Sinfonia de Beethoven. A 5% Sinfonia possui 628 compassos,
utiliza 12 instrumentos. Sera escolhido um conjunto de compassos/instrumentos
para cada aluno ou movimentos da sinfonia por equipes.

A avaliacao, portanto, consiste apenas da apresentacao em tempo habil do
trecho designado para cada um, que deve ser analisado e sintetizado. Instrucoes
especificas, prazos e respectivos valores, podem ser definidos de acordo com a

turma.



2 Oscilacoes

2.1 Oscilador Harmonico Simples

A figura 1 ilustra o comportamento oscilante de um sistema massa-mola,

sem considerar qualquer atrito.

U X

Figura 1: Sistema massa-mola que realiza um MHS.

Uma equacao diferencial linear de segunda ordem, homogénea e com coe-
ficientes constantes, determinada a partir da segunda lei de Newton e da lei de

Hooke, rege este tipo de sistema,

E facil observar que a elongacdo da mola em funcio do tempo é:

y(t) = Acos(wot + @), (4)

que corresponde a uma das solugoes da equagao diferencial (3). Como cos(wot+¢y)
¢ uma funcao periodica de periodo 27, é definido que 7" = (1/f) = 27/wy é o
periodo da oscilagao, em segundos; fy é a frequéncia de oscilagao dada em hertz;
wog=2nf = \/%, dado em rad/s, é a frequéncia natural do sistema; ¢ é a fase

do movimento, ¢ = (wot + @p) e ¢ é a fase inicial ou constante de fase, em ¢ = 0.



A velocidade, aceleracao e suas respectivas amplitudes de oscilacao sao:

y(t) = —Bsin(wot + ¢o), com B = Awy;
ii(t) = —C cos(wot + ¢p); com C = Awy?.

De modo que, de acordo com a condicao inicial ¢ = 0, temos:

Yo = Acos(¢o);
vo = — Bysin(¢y);

_ 2
ap = —wWyYo-

Uma abordagem muito usual na representagao grafica de um sinal perio-
dico baseia-se na relacao estabelecida entre um movimento oscilatorio senoidal e
a definicao matemética de uma circunferéncia. O percurso de uma trajetoria cir-
cular no sentido anti-horario assume, em cada ciclo, valores entre (0 e 27 rad). A
quantificagao em cada momento do arco percorrido resulta a grandeza designada
pela fase. Assim, pode-se pensar em uma representacao grafica de uma forma de
onda que apresenta sua amplitude em funcao da fase, e corresponde a variacao
entre (0 e 27m) rad a duracao de um perfodo do sinal.

Com a utilizagao da representacao de um sinal senoidal em termos de ex-

ponenciais complexas, dada pela relacao de Euler:

e’ = cos(0)+, sin(6), (5)

é possivel exemplificar o grafico da fase da funcio y(t) = e/“o! com frequéncia

natural wy = 2000rad/s e variagdo de tempo de 0 a 4s em intervalos de 0,02ms.
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% Exemplo 1.1 — Significado da fase em um MHS .
t = (0:0.02e—03:2e—03);

X = exp (j*2000xpixt); y = real (x); z = imag (X);
subplot (1,2,1);

plot (x,"':");

title ('exp (i\omegat)');

xlabel ('Real');

ylabel ('Imaginario');

grid on;

axis square;

subplot (1,2,2);

plot (t,y,'—',t,z,'r:');

ylabel ('Raio');

xlabel ('tempo (s)');

title ('Re e Im[exp (i\omega t)]');

axis square;

Ezercicios

2.1 - Trace co-senos com diferengas de fase de 7/2, 37/2 e 2.

2.2 - (a) A partir do instante inicial, quais s@o os valores da fase para que o des-
locamento da mola seja maximo? (b) O que sao sistemas isocronos? (c) Trace os
graficos de x(t), v(t) e a(t);

2.3 - (a) Tratando-se de uma forga conservativa, determine o trabalho W reali-
zado pela mola (sobre o bloco), (b) a energia cinética K e a energia potencial
U. (c) Mostre que amplitude A é proporcional a energia mecénica e represente

graficamente F(z), K e U.

11




2.2 Oscilador Harmonico Amortecido

Se ha um amortecimento devido a uma forga dissipativa da forma f,; = bv,
por exemplo, a tendéncia, se ndo houver uma forca externa F(t), é que em algum
instante cessem as oscilagoes. Trata-se do caso do oscilador harmoénico amortecido.

Agora, a equacao diferencial fica

i+ vy +wiy = 0, (6)

com coeficiente de amortecimento dado por v = (b/m) > 0. Como a equagao
diferencial é linear a solucao nao é tnica. As solug¢oes obedecem ao principio
da superposicao. A condicao necessaria e suficiente para que as solucoes sejam

linearmente independentes ¢ que o Wronskiano nao se anule, ou seja,

W = det yi(t), vi(?) 20,

U1 U2

Considere uma solugao do tipo

y(t) = e (7)

Ao substituir a velocidade e a aceleracao na equacao diferencial, chega-se a equa-

¢ao algébrica auxiliar

P’ +9p +wj =0, (8)

v, |7
pi:—gi Z_M(QM (9)

indicam o tipo de amortecimento: Amortecimento subcritico: v < 2wy; Amorteci-

cujas raizes

mento critico: v = 2wp; e Amortecimento supercritico: v > 2wy. O primeiro caso,
amortecimento subcritico, é de interesse particular, ja que os sons executados por

qualquer instrumento musical sao harmonicamente amortecidos com v < 2wy.

12



Nesta situacao, surgird uma raiz de um ntmero negativo. Entao, ao chamar

o= (w-2), (10

Py = —% + . (11)

A solucao pode ser uma combinacao linear correspondente as solucoes das duas

implica que

raizes da equacao caracteristica e para satisfazer as condicoes iniciais ela necessita
de duas constantes arbitrarias a e b,

y(t) = ae®Pt 4 belP-)t = 73t (ae¥t + bel“?), ou

y(t) = e 2a cos(wt) + jbsin(wt)].

Ao tomar somente a parte real como solucao, chega-se a

y(t) = e 3 [A cos(wt + )] (12)

A seguinte rotina em Matlab exemplifica essa solucao com um gréfico da enlogacao

da mola em func¢ao do tempo.

% 0.H.A. (caso subcritico)
A=3; t=0:(pi/50):(4*xpi); % Tempo

gama = 0.5; % Fator de amortecimento

f = Axexp(—gamaxt); g = cos(2xpixt);
y = f.xg;
figure;

plot(t,y) hold on

plot(t,f,'r")

plot(t,—f,'r") hold off

title('OH com Amortecimento Subcritico')

xlabel('t"); ylabel('y(t)");

13




Ezxercicios

2.4 - Visualize o comportamento do sistema para diversos valores do fator de
amortecimento 7.

2.5 - Trace, o grafico da elongacao em funcao do tempo para o caso critico e
supercritico. Faca o mesmo para a velocidade e aceleragao do sistema.

2.6 - Visto os trés casos possiveis de amortecimento, que tipo de amortecimento
devemos escolher para que o moével retorne mais rapidamente e permaneca na
posicao de equilibrio? Ou seja, como se deve ajustar v e wy para o retorno mais

rapido (v < 2wy, v = 2wy ou v > 2wy)?

2.3 Oscilador Harmoénico Forcado

Suponha agora, nao mais uma forga dissipativa e sim uma forca externa,
fazendo com que o movimento nao pare (ou que cesse mais rapidamente). Esse é o
oscilador harmonico forcado. A forca externa pode ter varios tipos de dependéncia
funcional com o tempo, uma situacao muito estudada é quando a forga externa

também oscila.

F(t) = Fycos(wt), (13)

A equacao diferencial que rege esse sistema é

. Fo.(t
i+ wiy = carlt) (14)
Uma solucao particular é
y = Acos(wt). (15)
Sendo § = —Awsin(wt) e §j = —w?y, temos que
Fi
2 2 _ 10
WY + wyy Amy’

14



portanto
Fy
m(wi — w?)’

A= (16)

em que wy € a frequéncia natural do sistema, w é frequéncia da forca externa apli-
cada. Entao, a massa oscila com mesma frequéncia da forca, mas com amplitude
que depende dessa frequéncia e também da frequéncia natural do sistema.

Portanto, se: w < wy, implica em uma forga aplicada na mesma direcao do
deslocamento; w > wy, significa sacudir o sistema para frente e para tras em alta
velocidade (A < 0); Quando w = wy, temos o fendmeno da resonancia (A — 0).

Um oscilador harmonico real é caracterizado por duas grandezas: a sua
frequéncia natural wy e a taxa de amortecimento v. No caso do sistema massa-
mola wy = k/m e v =b/m, em que b é o coeficiente da for¢a de atrito, proporci-
onal a velocidade instantanea da massa.

Para outros osciladores que nao o simples sistema massa-mola, é bem mais
facil se determinar o valor de wy do que o de . Neste caso, a anélise de curvas

de ressonancia pode ser usada para determinar o seu valor.

2.4 Oscilador Forcado e Amortecido

A equacao diferencial que rege o oscilador for¢ado e amortecido é

Fext (t)

i+ vy + wiy = (17)

A curva de resposta do oscilador forcado amortecido é descrita matemati-

camente por

Fo 1
Alw) = 5w =+ % (18)
Se v € pequeno, a equagao 18 pode ser aproximada, perto de w = wy, por
Ry, 2\2 2
Aw) = “2(uh = ) + 74 (19)



A expressao 19 mostra que o maximo da curva de ressonancia ocorre em w = wy,

¢ dado por
F
Amar = Alwy) = ——. (20)
mwoy
A expressao 19 mostra ainda que
1 F Amaaz
Awy £ 7/2 = 0= (21)

V2mwey V2

Ou seja, a distancia entre os pontos em que a reta corta a curva de resso-
nancia determina o valor de 7.
Esta distancia é também chamada de semilargura de pico. O fator de qua-

lidade @, que mede a quantidade de atrito no sistema, é definido por

_“
Q="" (22)

Ezxercicios
2.7 - Faca o grafico da amplitude das respostas vibratorias em funcao da frequéncia
de excitagao, para trés valores diferentes de amortecimento do sistema.
2.8 - Mostre que a fase é dada por
- [ 2v(£) ] |
1— (&)
Faca o grafico das relagoes de fase entre a forca harmonica de excitacao e a res-

posta vibratoéria do oscilador.

2.9 - A analise da posicao e do momento linear de um oscilador é dada pelo Espago
de Fase. Mostre que a trajetéria do movimento no espago de fase ¢ representada
por uma familia de elipses no plano y(¢) e p(t), em que cada elipse depende de

uma energia mecanica.

16



3 Ondas

Uma onda pode ser qualquer sinal transmitido de um ponto a outro de
um meio, com velocidade definida. O que caracteriza um movimento ondulatoério
¢ a propagacao. Quando a oscilacao da onda é paralela a direcao de propaga-
¢ao, temos uma onda longitudinal. Se a oscilagao for perpendicular a direcao
de propagacao, teremos uma onda transversal. Ondas transversais numa corda
sdo chamadas de ondas progressivas (ou ondas viajantes). Uma onda progressiva
pode ter propagacao para a direita: (z,t) = f(x — vt) ou para a esquerda:
Y(x,t) = g(x + vt). Geralmente s6 ha um sentido de propagacdo que é sempre
refletida (em sentido oposto) ao atingir uma extremidade. Para uma corda muito

longa a onda progressiva pode ser representada por

U = f(z —vt) + g(x + vt). (23)

Onda harmonica é aquela cuja uma perturbacao num ponto x corresponde
a uma oscilacao harmonica. Ou seja, o perfil da onda ¢ senoidal dependente do

tempo através da variavel

u=x — vt, (24)
entao,
U(z,t) = Acoslk(x — vt) + ¢. (25)
Ao derivar a fase total ¢, determina-se a velocidade de fase
¢ =ki—w=0, (26)

logo,



O tempo para completar uma oscilagao (f = 27 rad) corresponde a um

periodo. Entao, de

¢ = ¢y + wt, (28)

2 =04+ wr = w =21 f = kv,

portanto,
U(x,t) = Acos(kx — +¢p). (29)

Os parametros da onda progressiva, além dos parametros basicos do movi-
mento perioddico tais como amplitude; periodo e frequéncia, envolvem a velocidade
de propagacao v, o comprimento de onda A = vT = 27/k, o nimero de onda k
(dado em [rad/m] ou [m™1]), a frequéncia angular w e a relacio de onda v = \f.

Da mesma forma que a frequéncia f = 1/7 d& o nimero de oscila¢oes por
unidade de tempo, o ntimero de onda ¢ = 1/I da o niimero de comprimentos de
onda por unidade de comprimento. O analogo espacial da frequéncia angular é
w=2nfék=2m0 (que seria o numero de onda angular). A velocidade de onda
¢ determinada pelas propriedades do meio e ¢ independente de outros parametros,
mas pode ser determinada através das medidas da frequéncia e do comprimento
de onda.

Todos os conceitos basicos de um movimento periédico podem ser visuali-

zados ao tracar a onda

P = Asin(kr — w + ¢).

Arquivo psi_1.m:

function y = psi_1(x,t,k,omega,phi)

y=sin(k*x—omegaxt+phi)

18




Use como exemplo, t =0, ¢ =0, k = 10/m e w = 3rad/s, ou seja

Command Window
> x = [0:0.01:1];
>> plot(x,psi_1(x,0,10,3,0));

Ezxercicios

3.1 - Qual é o comprimento de onda A de ;7

3.2 - Qual é o valor obtido de acordo com o valor especificado pelo ntumero de
onda?

3.3 - Mude a fase por 7 (fixe agora ¢ = 7) e trace a onda novamente. Como a

mudanca de fase 7 afeta a onda?

3.1 Interferéncias de ondas

Considere duas ondas que propagam para a direita:

Yr(z,t) = Ajcos(krx — wit + ¢1),
Po(z,t) = Agcos(k1x — wat + ¢9).

A onda resultante sera
U(z,t) =1 + 1o = Acos(kx — wt + ¢) (30)

em que ¢ é a diferenca de fase entre as duas ondas, a amplitude da onda resultante
¢ dada pela lei dos co-senos e a intensidade (poténcia média) da onda é propor-
cional a A2. Sendo assim, a superposicao de duas ondas progressivas harmonicas
que propagam na mesma direcao e sentido ¢ uma onda resultante de mesmo tipo,

mas a intensidade da resultante é dada por

I =1+ Ir + 2/ 1 Iscos(9), (31)

19




e geralmente é diferente da soma das intensidade dependendo da diferenca de
fase. Este fenomeno chama-se interferéncia. Para ¢ = 2nm, temos interferéncia
construtiva, e para ¢ = (2n + 1)m, temos interferéncia destrutiva, com n =
0,£1,£2, +3... Em particular, se Iy = Io, I 0. = 411 € I, = 0.

Para explorar o fenémeno de interferéncia (construtiva e destrutiva), defina
agora a onda vy, similarmente a 15. Quando as ondas somam-se em fase ocorre
interferéncia construtiva. A amplitude é a soma das amplitudes das ondas 11 e
9. Quando as ondas somam-se fora de fase, ocore interferéncia destrutiva e a
amplitude é a diferenca de amplitude das ondas ¥ e s.

Ezxercicios

3.4 - A superposicao das duas ondas resultara na onda ¥ = ) + 1. Trace a
onda total W para as diferencas de fase 0; w/4; 7/2 e 2.

3.5 - Considere a dependéncia do tempo (apenas o tempo inicial £ = 0). Para
visualizar o efeito de ambas variaveis x e t, simultaneamente, é necessirio uma

animacao do movimento da onda. Use a funcao viajonda para fazer isto:

function viajonda(xmin,xmax,k,omega,phi)
tmax = 2xpi/omega; % Tempo total da animacao
tincremento = 0.05;

nframes = 1 + round(tmax/tincremento);

X = [xmin:0.01:xmax];

for i = 0:nframes—1;
plot(x,psi_1(x,ixtincremento,k,omega,phi));
axis([xmin xmax —1.2 1.2])

M(i+1l) = getframe;

end

movie (M, 20)
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Para avaliar, use, por exemplo

Command Window:

>> viajonda(0,1,10,3,0);

Note que a animacao é feita sob um intervalo de tempo de zero a 27 /w.

3.6 — Qual é uma escolha razoavel para o comprimento de onda para um intervalo
de tempo? ( A onda completa uma oscilagdo num dado ponto no espago sobre o
intervalo de tempo 1/f = w2r (periodo). Durante um periodo as ondas viajam
um comprimento de onda. A velocidade é a distancia viajada pelo intervalo de
tempo).

3.7 — Derive dessa expressao, a velocidade, v de uma onda em termos de A e f.
3.8 — O que determina a direcao em que a onda propaga? Responda essa questao
com a definicdo de uma outra onda, 13, com sinal de (kx) negativo. Em qual

direcao 13 propaga?

Batimentos

Considere duas ondas de mesma amplitude no mesmo sentido (como as
defini¢oes de 11 e 19, mas com frequéncias diferentes (e consequentemente o
niamero de onda k também diferentes). Ao supor wy > wsy, k1 > ko e introduzir a

frequéncia angular média
1 2T
) _ — = — 2
e a diferenca de frequéncias

Aw = (w1 — wq) = 2wAf,
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teremos

Wy = W — §Aw.

Assim, U(z,t) = 11 + 19, fica ,

U(z,t) = 2Acos (%t) cos(wt). (32)

Este resultado vale para qualquer que sejam w; e we, mas o caso de interesse,

em que wp € we 820 muito proximos, corresponde a supor que Aw < w. Logo,

1
Aw = (w1 —wr) < §(W1 +uws) =0,

1 _
Ak = (kl — KQ) < 5(]51 + kz) k,

entao,

U(x,t) = Acos(kix — wit) + Acos(kix + wit),

_ Ak o Aw - Ak - Aw
U(x,t) = Acos [<k—l—7)x— <w—l—7>t+ (k—7>x— (kz—7> t] :
portanto,

U(z,t) = B(x,t)cos(k — w). (33)
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Ou seja, ¥(z,t) ¢ uma onda com frequéncia média w elevada e de amplitude
B modulada por outra onda de frequéncia Aw mais baixa. Ao considerar a fase
de W(x,t) como sendo ¢(z,t) = (kv — wt), a velocidade de fase é definida como

vyf = ©/k. Analogamente, a fase de B(z,t) é definida como
1 1
= | =Akx — =A
g (2 kx 5 wt) ,

e a velocidade de grupo, para Ak suficientemente pequeno, é definida como

_Aw _dw,
YT AR T dk
Para ondas numa corda vibrante homogénea v = (w/k) = \/T/p = cte, de

modo que vy = 1, = v. Ou seja, as velocidades de fase e de grupo coincidem e o
grupo propaga-se com a velocidade da onda (ver batimentos.m).

Considere as duas ondas e a resultante delas, citado ainda pouco, como
ondas sonoras captadas por um microfone conectado a uma interface de dudio.
E possivel ouvir o fenémeno de batimento da onda resultante usando o comando
sound (Psi). Assim, torna-se possivel ouvir claramente a variagao de amplitude
no som produzido. Se variarmos uma das frequéncias para aproximé-la da outra,
podemos verificar que a diversidade de amplitude é cada vez mais lenta.

Trata-se justamente do procedimento adotado pelos misicos para afinar seus
instrumentos: tocando a nota levemente desafinada junto com um padrao, havera
producao de batimentos. Ao ajustar a afinagdo do instrumento, os batimentos
tornam-se cada vez mais lentos, até cessarem por completo, quando a nota estiver

perfeitamente afinada segundo o padrao de acuidade humana.
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function batimentos

X = 0:0.005:2;

wO = 4x2«pi; vf = 0.5;

beta® = wO/vf; dw = 0.3x2xpi;
wl = wO—dw; w2 = wO+dw;

betal = wl/vf; beta2 = w2/vf;
dbeta = (beta2—betal)/2;
for t = 0:0.1:2; % tempo da anima o

Psil = cos(wlxt—betal*x); Psi2 = cos(w2xt—beta2xx);
Psi = Psil + Psi2;

plot(x,Psi)

legend('psi(x,t)");

xlabel('x (m)'); ylabel('Amplitude de psi');
hold on

% Pacote de Onda:

pacote = 2xcos(dwxt—dbetaxx);
plot(x,pacote, 'k', X, —pacote, 'k');

axis([0 2 —2 2]); hold off

pause(0.3)

end

Desta forma, torna-se possivel analisar matematicamente para que valor

numérico converge o erro relativo entre as frequéncias de batimento quando o

ouvido humano ja nao mais percebe variacoes de amplitude. A tonalidade, um

atributo fisioldgico associado a frequéncia, permite distinguir sons como graves

(frequéncias baixas) ou agudos (frequéncias altas).
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No ambito musical desenvolveu-se uma sintaxe de classificacao sonora ba-
seada em notas musicais (D6, Ré, Mi, Fa, Sol, La, Si). Assim, sabemos que a
frequéncia que caracteriza um som, corresponde a uma determinada nota musical,
por exemplo, La = 440H z.

No entanto conseguimos distinguir claramente a diferente sonoridade de
uma nota La de diversos instrumentos, como por exemplo, de um violino e um
piano. O que possibilita essa distin¢ao é a forma da onda, outra caracteristica
fisica associada a um atributo fisiol6gico, o timbre. O movimento oscilatorio de
uma corda de guitarra, por exemplo, percebe-se o que ¢ a tonalidade de uma nota
musical, pois além da oscilacao principal, existem vibragoes oscilatorias secun-
darias nas subseccoes da corda, que vao necessariamente provocar compressoes e
rarefacoes atmosféricas resultando em elementos sonoros que vao se sobrepor ao
movimento oscilatorio.

A frequéncia relativa a oscilacao principal, é designada como frequéncia
fundamental e sendo a oscilacao com maior expressao sobrepoe-se a todas as
outras. O valor da frequéncia fundamental corresponde & tonalidade do som (nota
musical). O conjunto dos valores de frequéncia relativos a oscilagoes secundérias
na fonte sonora, designa-se por Contetudo Harmoénico, que corresponde ao timbre
do som (a caracteristica que permite distinguir a fonte sonora). Entretanto, para
outros tipos de onda, a velocidade de fase 14 varia com o comprimento de onda A, o
que é equivalente com o N° de onda k, w = kv, e vy, = (dw/dk) = vg+(kdvy/dk).

Nesse caso a velocidade de grupo é diferente da velocidade de fase, entao ha
a dispersao, que é o que ocorre com as ondas de luz em um meio. A velocidade
vy ¢ diferente para o vermelho e para o violeta correspondendo a indices de refra-
cao diferentes. Quando héa dispersao, as ondas individuais dentro da envoltoria

deslocam-se em relacao a mesma, podendo desaparecer para depois ressurgir.
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E possivel mostrar também que a velocidade de grupo é a velocidade de
propagacao de energia, tendo assim um significado fisico mais importante que a

velocidade de fase.

Ezxercicios
3.9 — Faca uma rotina anéloga ao exemplo anterior (batimentos), mas para ondas

dispersivas.

3.2 Onda estacionaria

Quando uma onda viaja para a esquerda é somada com uma onda de mesma
amplitude, mesmo comprimento de onda e mesma frequéncia, mas viaja para a
direita, a onda resultante sera estacionéria. Ou seja, a onda nao progride para
a direita nem para a esquerda. Considere, portanto, duas ondas propagando em

sentidos opostos:

Uy (z,t) = Ajcos(krx — wit — ¢1),
Po(x,t) = Agcos(kix — wot + o).

A onda resultante é
U(x,t) =11 + o = 2Acos(kx)cos(wt). (34)

Como a resultante ¢ uma fungao f(z) * f(¢), a forma de onda nao muda,
somente a amplitude se altera, nao ha propagacao. Temos entao, uma onda
estacionaria. Para visualizar uma onda estacionaria, primeiro defina a soma de

1 e Y. Depois, escreva a fungao estacionaria:
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function estacionaria(xmin,xmax, k,omega,phi)
tmax = 2xpi/omega; tincrement = 0.05;
nframes = 1 + round(tmax/tincrement);

X = [xmin:0.01:xmax];

for i = 0:nframes—1
plot(x,PSI(x,i*xtincrement,k,omega,phi));
axis([xmin xmax —2.2 2.2])

M(i+1l) = getframe;

end

movie (M, 20)

Sendo,

function y = PSI(x,t,k,omega,phi)
y = psil(x,t,k,omega,phi)+ psi2(x,t,k,omega,phi);

faca a animacao de uma onda estacionaria com

Command Window

>> estacionaria(0,1,10,3,0)

Note que nao héa deslocamento em alguns pontos. Esses pontos sao chama-
dos de nodos da estacionaria. Quando uma corda esta pressa em suas extremida-
des, o deslocamento da onda deve ser necessariamente zero nas extremidades. As
solucoes permitidas para a equacao de onda sao restritas para ondas estacionarias
que tem nodos localizados em duas extremidades da corda. Se uma corda é dis-
tendida de x = 0 a x = [, entao o fato que a corda esté fixa em suas extremidades
significa que: 11(0,t) = 1o(l,t) = 0. Essas duas condig¢oes sdo as condigoes de

contorno. Elas restringem as solugoes aceitaveis da equagao de onda.
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3.3 A equacao de Onda

Para associar uma equacao de movimento com a propagacao de onda, deve-
se calcular a aceleracao num dado ponto z. A velocidade e aceleracao em x se
obtém ao fixar z e derivar em relagdo ao tempo. A onda W(z,t) depende do
tempo devido somente a variavel v = x — vt, assim

2

—\I](Q?,t) = ay = @

ot

a0 = (i) (5) =i

52 df 2f
= v == (5 () = 5

como (Ou/0x) = 1, temos que

7= () (&) =

0?2 2f\ [0\ df
= gt = (du) <a7>—w

logo, a descricao matemaética de uma onda serd uma equacao diferencial parcial

vy = U(z,t), (35)

linear de segunda ordem. Em uma dimensao, a equagao de onda é escrita como

ov 162\11
or v Ot

em que v é a velocidade de fase da onda e W representa a variavel que depende

(36)

da posicao de x e do tempo. Essa é a forma da equacao de onda que se aplica a
uma corda esticada. Em trés dimencoes a equacao de onda toma a forma
1.
VU = -V, (37)
v
que pode descrever o comportamento de uma membrana esticada da pele de um

tambor ou o diafragma de um microfone.
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Solucoes da equacao de onda

Se f(z—wt) e g(x+vt) sao diferenciaveis, ao tomar u = x —vt e ¥ = f(u),
por exemplo, é possivel mostrar que f(u) é solu¢do da equagao de onda. Além
disso, sejam f e g duas solugoes quaisquer, uma solucao geral pode ser atribuida

da forma V(z,t) = af(x,t) + bg(z,t), em que a e b sdo constantes arbitrarias.

Como
82 2 829
52 82f %

o que implica que ¥(z, t) e qualquer combinagcao linear de f(z,t) e g(x,t) também
¢ solugao da equacao de onda.

O caso da corda vibrante entre dois pontos fixos é o de um estado esta-
cionario, tais como a corda de um violao ou uma membrana vibrante, podem
ser considerados como resultante da interacao simultanea de duas ondas repetiti-
vas, uma com velocidade v e outra com velocidade —v. A funcao de onda total
U(r,t) para o estado estacionario é entdo a superposigao das fungdes de onda
Y = f(z—vt) ey = g(x + vt).

Uma onda viajante que é limitada em um plano de onda no espago e oscila
no espago e no tempo pode ser expressa como a combinacao de y = Asin(kx —wt)
e y = Acos(kx — wt), ou convenientemente na forma complexa 1 = AelF#=+1)
No caso de ondas classicas, tanto a parte real ou a imaginaria sao escolhidas

desde que a onda seja real, mas para aplicacoes em funcoes de onda em mecénica

quantica como o caso da particula livre, a forma complexa deve ser retida.
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Uma solucao para a equacao de onda de uma corda ideal pode tomar a

forma de uma onda progressiva (ou viajante):

b = Asin (2%) (z £ vt). (38)

Para uma corda de comprimento L fixa em ambas as extremidades, a solucao

toma forma de ondas estacionarias:

W = Asin(wpt)sin (n_zx) . (39)

Para as condicoes iniciais na corda, a solucao de onda estacionaria pode ser

expressa por um grau arbitrario de precisao pela Série de Fourier:

nmx

=" Bcos(wat)si (—) . 40
0 ; cos(wpt)sin T (40)
Uma solugao 1til para a equacao de onda de uma corda ideal é

2
Y = Asin (%) (x £+ vt). (41)
Pela substitui¢ao direta das derivadas parciais, verifica-se que ¥ (x,t) é so-
lugao da equacgao de onda da corda vibrante, desde que a velocidade da onda para
uma corda distendida seja v = /T'/p, onde T ¢ a tensao na corda e p é a massa

por unidade de comprimento.
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3.4 Modos de vibragao

Ao tomar como solucao da equacao de onda uma funcao do tipo
U(z,t) = X(x)sin(wt), (42)

em que X fornece a dependéncia da amplitude com z, e w é a frequéncia angular
das oscilacoes. Entao,

U = —wX () cos(wt),
U = —w.

Ao substituir as derivadas na equacao de onda (Eq. (17)), fica
2

@[Xsin(wt)] = —w? Xsin(wt),

WA 2
X" (-) X =0, (43)
v

que é a equacao do oscilador harménico (1). Observe que existe um comporta-
mento senoidal no tempo e no espaco. Como w = 27 f e v = Af, a equacao de

onda, quando a variavel ¢t é eliminada, toma a forma padrao

0?X 21
— X =0 44
oo+ () x =0 (44)
cuja solucao ¢ do tipo
. (W . (27
X = Xjsin (—x) = Xpsin <7x) : (45)
v

Para o caso da corda vibrante, as duas ultimas equacoes correspondem a
solucao para ondas estacionarias. Os possiveis comprimentos de onda de uma

corda de comprimento L, fixa em cada extremidade, é

2L
A=—,comn=12234.. (46)
n
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Porque a distancia entre os noés é meio comprimento de onda, e os nés de uma
onda estacionaria dividem o comprimento total L num ntmero inteiro de partes,
isto é, os extremos fixos nao podem se deslocar. Chega-se a essa conclusao mais
rigorosamente com a utilizagao das condi¢oes de contorno.

A solugao geral da equacao 43 é

2 2
X = Asin (Tﬂx) + Bcos (%Z:) . (47)

O deslocamento X = 0 ocorre para x = 0 e x = L. A condicao x = L necessita

que A = 0 (auséncia de movimento) ou

2
(27 o
i () =0,

2
(—WL) =nm, com n=1,23...

que s6 ocorre se

A

entao o comprimento de onda )\,, associado ao modo n é

_27r

2L

An ;
k,, n

(48)

sendo:
n =1 — 1° harmonico (fundamental);
n = 2 — 2° harmonico,
n = 3 — 3° harmonico...
O modo de ordem n contém precisamente n semi-comprimentos de onda e

tem (n — 1) nodos, além dos extremos fixos. A frequéncia f,, do modo n ¢é

W, v

= — = N—, 49
=57 =131 (49)
em que v = \/%, portanto
v 1 /T
= — = — [ pu— . 50
h=gr=ap\, =™ (50)
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A equacao 50 é conhecida como equacao de Mersenne, em que n representa o
n-ésimo harmoénico. E importante ressaltar que o movimento geral de uma corda
pode ser dado por uma série de Fourier. No decorrer das aulas foram desenvolvidas
rotinas para visualizar modos vibracionais unidimensionais e tridimensionais.

O fato de que ondas confinadas numa regiao limitada no espago s6 po-
dem oscilar em frequéncias bem definidas, que formam um conjunto discreto é
uma caracteristica geral extremamente importante do movimento ondulatorio.
Conclui-se que as solucoes da equacao de onda podem ser quantizadas, ou seja,
sao solucgoes definidas somente para um conjunto discreto de valores de n.

E importante ressaltar que o movimento geral de uma corda pode ser dado
por uma série de Fourier. A teoria de Fourier provavelmente ¢ a teoria mais
utilizada em ciéncia e tecnologia, merece, dessa forma, um estudo detalhado que

serd visto futuramente. Considere como exemplo a seguinte fungao

function y = u(x, t, n, omega, phase)

y = cos(nxomegaxt + phase)*sin(nxpixx);

Sendo n é um inteiro relacionado ao numero de nodos entre as extremidades.
Existem (n — 1) nodos entre as extremidades. Para animar, por exemplo, n = 2

modos, use

function modos(xmin,xmax,n,omega,phase)

tmax = 2xpi/omega; tincremento = 0.05;

nframes = 1 + round(tmax/tincremento); x = [xmin:0.01:xmax];
for 1 = 0:nframes—1
plot(x,u(x,ixtincremento,n,omega, phase));

axis([xmin xmax —1.2 1.2])

M(i+l) = getframe;

end; movie(M,?20)
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Command Window

>> modos(0,1,2,3,0)

Ezxercicios

3.9 — Faca animacoes com os modos vibracionais n = 2, 3, e 4. Se vocé usar o
mesmo nimero de quadros e animar o mesmo intervalo, entao vocé deve notar
que as oscilacoes tornam-se mais rapidas ao aumentar n. Para uma animacao
mais suave, ¢ necessario mais quadros quando as oscilagoes sao rapidas. Para
adquirir uma animagao mais suave escolha um intervalo de tempo que cobre um
nimero inteiro de periodos (assim nao ha descontinuidade como das repetigoes da
animagao).

3.10 - Defina uma nova onda que seja a soma do modo vibracional n = 2 e fase
¢ = 0 com o modo vibracional n = 2 e ¢ = 2w. Anime o resultado. A diferenca
de fase das duas ondas é de 27. Como se chama esse tipo de fenémeno? Defina
uma nova onda que seja a soma do modo vibracional n = 2 e fase ¢ = 0 com o
modo vibracional n = 2 e fase ¢ = 2w. Anime o resaultado. A diferenca de fase
das duas ondas é de 2. Como se chama esse tipo de fendmeno?

3.11 - Defina uma nova onda que seja a soma dos modos vibracionais n = 3 e
n = 2 (tome ¢ = 0 em ambos os casos). Essa nova onda ainda ¢ uma solucao
valida para a equacao da corda vibrante porque satisfaz as condigoes de contorno
da equacao diferencial (as extremidades permanecem fixas, u(0,t) = u(l,t) = 0).
Mas a soma das duas ondas estacionarias neste caso nao ¢ uma onda estacionaria.
Qual é o periodo dessa nova onda?

3.12 - Determine a equacao da corda vibrante assim como sua solugao.
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A analise da corda vibrante pode ser generalizada diretamente pra uma
membrana retangular. O resultado é um conjunto de modos vibracionais que
agora estao indexados com dois inteiros, n e m (um para cada grau de liberdade
espacial). Considere uma membrana rectangular esticada e presa em x = 0,
r =L, y=0ey= L, A membrana vibra perpendicularmente ao plano zy, na

direcao z. Entao, devemos assumir

2(z,y, 2) = U(z,y)el, (51)
uma equacao de onda em 2D

0?0 9P

2
W-Fa—yz-i-k\lf:(). (52)

Pelo método de separacao de variaveis, a solucao é
V(z,y) = X(2)Y (y). (53)

Ao substituir na equagao de onda 2D e dividir por X (z)Y (y), temos

1 1
XX” + ?Y” +k* =0, (54)

temos portanto

X"+ kX =0,
Y+ kY =0,
em que as constantes k, e k, estao relacionadas por k2 + /4;2 = k2. As solucoes

sao senoidais, portanto

2(z,y, 2) = Asin(k,x + ¢.)sin(kyy + ¢,)e’", (55)
em que k;, ky, ¢, e ¢, sao determinadas pelas condigoes de contorno
2(0,y,t) = 2(Ly,y,t) = z(z, Ly, t) = 0.
35



Ou seja, a condi¢ao

2(0,y,t) =0, requer ¢, =0,

(56)
2(x,0,t) =0, requer ¢, =0,
e a condicao
2(Ly,y,t) =0, requer kL, =mm, m=1,23... (57)
2(x,Ly,t) =0, requer k,L, =nm, n=1,2,3...
Entao, as ondas estacionarias na membrana sao dadas por
2(z,y,t) = Asin(k,x)sin(k,y)e’", (58)

em que |A| é o deslocamento maximo da amplitude. Os nimeros de onda k, e k,
formam um conjunto discreto de valores limitados, que por sua vez restringe as

frequéncias naturais para os modos permitidos

() ()]

Como exemplo, primeiro defina uma funcao de onnda 2D:

mmn — = =
27 2

function z = psi2d(x, y, t, n, m, omega, phase)

z = cos(nxomegaxt + phase).*sin(nxpixx).*xsin(m*xpix*y);

Em seguida, refaca a animacao, que é analoga ao caso unidimensional, ex-
ceto que o grafico agora necessita ser 3D, entao o comando agora é mesh ao invés

de plot.
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function
a = modos3d(xmin,xmax,ymin,ymax,n,m,omega,phase)
tmax = 2xpi/omega;

0.05;

tincremento
nframes = 1 + round(tmax/tincremento);

X = [xmin:0.1:xmax];

y [ymin:0.1:ymax];

[x,y] meshgrid(x,y);

for i = 0 : nframes—1
mesh(x,y,psi2d(x,y,ixtincremento,n,m,omega, phase));
axis([xmin xmax ymin ymax —1.2 1.2])

M(i+1l) = getframe;

end

movie(M, 20)

A animacao dos modos n =1 e n = 2 é realizada fazendo

Command Window

>> modos3d(0,1,0,1,1,2,3,0)

Ezxercicios
3.13 — Qual é o eixo x e qual é o eixo y (esquerdo ou direito)?
3.14 — (a) Anime com os modos m = 2 en = 2. (b) Anime com os modos m = 2

en=3.
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Esse foi o caso de uma membrana retangular, mas o caso de interesse par-
ticular ¢ o de uma membrana circular para estudo de sonoridade de tambores.
Para a introdugao desse tipo de estudo (e diversos outros) cabe uma breve revisao
de alguns conceitos de Fisica Mateméatica. Em particular equacoes que traba-
lham com o operador Laplaciano. O primeiro passo para lidar com esses tipos de

equacoes é usar o método de separacao de variaveis. Entao, ao assumir que
u(r,t) = U(M)T(1), (60)
a maioria das EDP de interesse sao reduzidas para a forma

(V2 +EHU(F) = 0. (61)

Se k? = 0 — Equacao de Laplace;
Se k? > 0 — Equacao de Helmholtz;

Se k? < 0 — Equacao de Difusao.

A equacao de Schrodinger é uma excecao para a regra porque possui um
termo extra devido ao potencial V(7). O laplaciano pode ser aplicado em sistemas
de coordenadas cartesianas

o 9

2 _
V= (9x2+8y2+8z2’

(62)

em coordenadas esféricas

Lo (uay, 10 1
V= " or +r2sin989+r2sin298¢’ (63)

ou em coordenadas cilindricas

10 0 19> 0
V=55 (03) o o
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Para uma membrana presa a um aro circular (condigoes de contorno) a co-
ordenada cilindrica é a mais conveniente. A solucao para sistemas de coordenadas

cilindricas assume a seguinte forma

u(r) = u(p, ¢,2) = R(p)®($)Z(2), (65)
L_ 2 + L({y_@ + 182_2 (66)
pROp p(‘?p P2 092  Z 022’
ao escolher
1 9%® 5 d*® )
e
10*°Z 9 10*Z 9
que leva a
0’R OR
20 11 o 2 2 9\p _
pap2+p8p+(ﬁp m”)R =0, (69)

em que %2 = k% 4+ o?. A equacao em Z ¢é resolvida tanto por funcoes trigonomé-

tricas quanto por fungoes exponenciais. A equacao radial (em R) é

2i—— + zi + (22 —=m?)| Ju(2) =0, (70)

em que J,,(2) é a fungdo de Bessel cilindrica de ordem m. A solugao dessa equagao
comporta-se como (z/2)™ com z — 0.

Para determinar frequéncias caracteristicas e modos normais de vibracao
considere que a membrana estd no plano xy ou R, a amplitude de vibracao
encontrase em z e o centro da membrana foi escolhido como a origem das coor-
denadas.

Assim, da equagao de onda

V2Z(/07 ¢7t> = ﬂwa (71)



se a solucao é dada por

o que implica em

7Y e =
teremos
Tk =0,
e a equacao de Helmholtz
V’F+kF =0

Ao escolher

a equacao de Helmholtz fica

1 0 ( OR 1 0?0,
PR p (pa—p) Frsag T 0
e pode ser separada em
éZQ—;: —n? = %—I—WP@:O,
para obter
,028;7}5 + (K*p* —n*)R = 0.

As solucoes sao

O(¢) = asin(ng) + bcos(ne),

T(t) = csin(kvt) + decos(kvt),
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em que n deve ser um inteiro. Entao

O(p) = P(¢p + 2m). (82)

Nao tem nenhum sentido fisico tomar uma solucao com 27 no lugar de ¢ e
R(p) = Jn(kp). Nao ha contribuigao da solugao N, (kp) porque ela é singular em

p =0, que é o centro da membrana. Assim a solugao para a membrana circular é

2(p, d,t) = Ju(kp)lasin(ng) + becos(ng)|[csin(kvt) + dcos(kvt)]. (83)

Em p = 1, a condigdo de contorno é z = 0 para todo ¢,t = J,(k) = 0,
k = k. A solugao mais geral é entao

z = Z In(Emnp)[@mnsin(ng) + byncos(nd)][cmnsin(knnvt) + dmppcos(kmavt)].

mn
(84)
Para completar a solucao desse problema ¢é necessario usar uma Série de
Fourier dupla em ¢ e t para determinar os valores permitidos (n,m) e os coefi-
cientes correspondem as condicgoes iniciais de posicao e velocidade da membrana.
Na membrana circular também ha modos com frequéncias caracteristicas

fmn: o = o (85)

Ha um conjunto infinito de modos e frequéncias duplas. Todas as frequén-

cias sao diferentes e nao iguais a multiplos de um fundamental como uma corda

vibrante. O exemplo drumhead.m gera os modos normais de um tambor:
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Q = input('[m,n,ampl] :" ); m = Q(1);n=Q(2); ampl=Q(3);

kval = zeros(3,3);

kval(l,:) = [2.40483,5.52008,8.65373];
kval(2,:) = [3.83171,7.01559,10.17347];
kval(3,:) = [5.13562,8.41724,11.61984];

[TH,R] = meshgrid((0:5:360)*pi/180,0:.05:1);
Z = amplxbesselj(n,kval(m+1,n+1)*R).*cos(nxTH);
[X,Y,Z] = pol2cart(TH,R,Z); surf(X,Y,Z); axis([—-1 1 -1 1 —1,1])

Veja este exemplos,

Command Window
>> drumhead

[m,n,ampl] :[0,0,0.5]
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4 Rudimentos de Misica

O som provém da vibracao de um corpo e tem quatro propriedades impor-
tantes: frequéncia; a amplitude; timbre e duragao. Mitsica é o efeito produzido
por combinagoes de duracoes de altura. Altura, refere-se & forma como o ouvido
humano percebe a frequéncia fundamental dos sons, as baixas frequéncias como
sons graves e as mais altas como sons agudos. Sendo assim, musica é a combina-
¢ao de som e tempo. Toda musica contém trés elementos fundamentais: melodia,
harmonia e ritmo. A melodia é a combinacao de sucessivos sons com propriedades
distintas. A harmonia é a combinagao dos sons simultaneos, acordes. O ritmo é
a forma como sao dispostos os sons e siléncios; é o que produz a pulsacao da mu-
sica. A representacao das propriedades do som é expressa através de uma escrita
propria. A escrita musical é realizada na pauta musical com figuras e sinais que

representam as caracteristicas de cada nota.

4.1 Notas na pauta musical

Determinados sons sao representados como uma ou mais notas musicais;
cada nota representa um tom ou semitom. Existem 12 notas musicais, constituidas
por 7 naturais e 5 acidentes. Cada nota natural tem uma designacao: Do, Ré,
M, Fa, Sol, La, Sv e podem ser representadas no formato anglosaxonico C, D,

E, F, A, B, para as notas de D6 a Si, respectivamente.

Figura 2: Exemplo de trés oitavas nas teclas do piano.
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Os acidentes sao simbolizados como sendo a nota natural aumentada ou
diminuida de 1/2 tom com sustenido (#) ou bemol (b), respectivamente. Um
sustenido eleva a nota natural a um semitom enquanto um bemol baixa a nota
um semitom. Considere como exemplo o teclado do piano, as notas naturais
correspondem as teclas brancas e as pretas correspondem aos acidentes.

Embora existam 12 notas, um instrumento como o piano, por exemplo,
possui mais do que 12 teclas. O conjunto de 12 notas ¢ chamado uma oitava, as
12 notas sao repetidas em todas as oitavas. Num piano, o conjunto de 12 teclas
(ou as oitavas), possui sons graves na extremidade & esquerda, e sons mais agudos
na extremidade direita.

A pauta musical é o conjunto de cinco linhas horizontais paralelas e equi-
distantes, e os quatro espacos entre elas. As linhas sao contadas de baixo para
cima. As notas musicais que representam os sons musicais sao escritas nestas
linhas e espacos. Por ser o niimero de notas bem superior ao nimero de linhas e
espacos da pauta é necessario usar trés claves: de Sol; de Fa e de D6. Também
sao utilizadas linhas e espacos suplementares, que sao linhas e espacos que ficam
acima ou abaixo da pauta para anotar as notas em alturas que nao podem ser
escritas normalmente na pauta numa determinada clave.

A clave é um sinal usado no inicio da pauta para determinar o nome e a
altura das notas, além disso, ela divide a gama de notas em graves, médias e
agudas. Para anotar os sons do piano, por exemplo, é necesséario usar duas claves,
a clave de Fa para as notas graves (lado esquerdo do piano) e a de Sol para as
notas agudas (lado direito do piano). As notas de um saxofone alto sdo escritas
em uma unica clave, a de Sol. As notas do contra-baixo sao escritas na clave de

Fa e a bateria ¢ escrita na clave Neutra (ver Fig. 5).
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A Clave Neutra ou clave de percussao, usualmente usa a seguinte notacao
para a bateria, em que h é o hi-hat tocado com o pé; B é o bumbo; F' é o surdo;
S é a caixa; T é o tom; t € o tom menor; R é o ride; C é o prado crash; e H é o
hi-hat tocado com a baqueta. A Clave de Sol é utilizada para os sons agudos e
a nota sol é anotada na segunda linha. A Clave de Fa é utilizada para os sons
graves e a nota fa é anotada na quarta linha. A Clave de Do é utilizada para os

sons médios e tem sido anotada na terceira linha.

Lodd
-——

hBFST¢tRHC

Cib

EFGABCDEF

o ooo

GABCDEFGA

’Iﬁ

FGABCDEFVFG

C
>

2

Figura 3: Na clave de percussao a caiza € escrita no terceiro espaco. Na clave de
sol a nota G € escrita na sequnda linha. Na clave de Fa a nota F é escrita na

quarta linha. Na clave de Do a nota C € anotada na terceira linha.

Em termos fisicos, o som corresponde a uma vibracao de determinada
frequéncia. Consequentemente uma nota musical representa uma vibracao numa
frequéncia especifica que é identificada como uma das 12 notas. Por convencao, a
nota (La) foi escolhida como frequéncia de referéncia 440H z (na terceira oitava).
Para obter a mesma nota numa oitava acima (na quarta oitava), a frequéncia da
nota da oitava anterior deve ser multiplicada por dois. Uma partitura musical,

em ultima anéalise, ¢ uma representagao do som no plano tempo/frequéncia.
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4.2 Figuras e duracgao

Duracao é o intervalo de tempo em que um fendémeno persiste. Sons mu-
sicais tém duracoes diferentes. Estas duracoes sao valores, representadas por
figuras graficas de notacao musical. Para cada figura musical existe uma pausa
correspondente, usada em momentos de siléncio. A duracao de cada uma das
figuras depende da assinatura de tempo que define qual nota deve ser tomada
como unidade de tempo (pulsos) e quantas unidades existem em cada compasso.
Na terminologia musical, o tempo também é o nome dado para o pulso béasico
subjacente de uma cancao. Cada clique no metronomo corresponde a um tempo.
Os tempos sao agrupados em quantidades iguais dentro de divisoes fixas conhe-
cido como compasso. O tempo define o ritmo da musica e é medido em batidas
por minuto (BPM). A pausa na partitura também tem a sensacdo e o valor de
uma figura musical, portanto, é considerada como um tempo.

O tempo musical organiza, independentemente do ritmo, ou qualquer outra
propriedade da musica ou som, o evento de som, ou seja, o espaco entre um som
musical e o proximo som, ou siléncio. O tempo musical depende da duracao de
sons ou de pausas e intervalo entre eles, e a propriedade que explica esse fenémeno
sonoramente é a duracao. A Tabela 1 mostra o valor e a duragao das principais

figuras musicais.

Figura Nome Pausa Duracao
o Semibreve - 1
d Minima - 1/2
J Seminima ¢ 1/4
& Colcheia y 1/8
S Semicolcheia ¥ 1/16
ﬁ Fusa q 1/32

Figura 4: Tabela de Valores e duragoes das figuras musicais.
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4.3 Meétrica

Um ritmo musical pode ser distinguido, memorizado e reproduzido inde-
pendentemente do tom e timbre de sua misica original e a aprendizagem do
ritmo depende do desenvolvimento de uma gama de habilidades cognitivas. O
ritmo é percebido dentro da tradicao tonal da misica ocidental, como a uniao de
dois elementos ou estruturas chamadas de agrupamentos e métrica. Devido aos
agrupamentos é possivel organizar um dado evento musical percebido em uma va-
riedade de segmentos que sao construidos a partir da uniao de notas que formam
temas, ou grandes porgoes de juncao, que dao origem a formas musicais.

A métrica é concebida como uma alternancia regular de elementos fortes e
fracos, chamado de pulso. Embora agrupamentos e métrica sejam teoricamente
considerados como instancias separadas, vale ressaltar que é a uniao desses dois
elementos que nascem as estruturas ritmicas mais estaveis, essenciais para qual-
quer estilo de danca, tais como a valsa ou o tango, que tem padroes instantane-
amente reconheciveis de batidas construidas sobre um ritmo caracteristico. Uma
linha musical é dividida em medidas marcadas por pulsos representados por uma
formula de compasso.

A férmula de compasso é escrita no inicio da composicao de cada uma de
suas secoes. O ntmero superior indica o numero de notas por compasso e o
numero inferior indica o valor de cada nota. O ritmo das notas sao agrupados
objetivamente dentro dos compassos. O compasso € o elemento que permite que
um ouvinte organize o ritmo de uma musica. Os compassos podem ser classificadas
de duas maneiras. A primeiro leva em conta o tipo de divisao sofrida por cada
batida do compasso: simples ou compostos. Compasso simples ¢ um compasso
cujo tempo possa ser dividido por dois ou a unidade de tempo do compasso pode

ser naturalmente dividida em duas partes iguais.

47



Pode ser binaria, ternaria ou quaternaria. O compasso composto é um
compasso de tempo que pode ser dividido por trés ou que a unidade de tempo
possa ser composta em trés partes iguais.

O segundo tipo de classificacao leva em conta o nimero de vezes que o
compoem: bindrio; ternario; quaternario e alternado. O compasso binario consiste
em dois toques, sendo o primeiro forte e o segundo fraco. Podem ser classificados
como simples (8/2,4/2, 2/2) ou compostos (6/16, 6/8, 6/4). O compasso ternério
¢ formado por trés toques, o primeiro forte, o segundo e o terceiro fraco. Podem
ser classificados como simples (8/3, 4/3, 3/2) ou composto (16/9, 8/9, 4/9). O
compasso quaternario é formado por quatro toques, o primeiro forte, o segundo
fraco, o terceiro moderado e o quarto fraco. Pode ser classificado como simples
(8/4, 4/4, 4/2) ou composto (12/16, 12/8, 12/4).

O compasso alternado é formado pela juncao de dois ou mais diferentes
compassos. O compasso 5/4, por exemplo, pode ser gerado pela fusao dos com-
passos 2/4 + 3/4 ou ao contréario 3/4 + 2/4. No Matlab, o andamento de uma

musica pode ser determinado como:

% formula de compasso: 2/4

% minima = 108 BPM,

BPM = 108; % Beats por minuto
M=260; %1 minuto

FS = 44100; % Frequencia de Amostragem (Hz)
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4.4 Introducao a sintese sonora

Para criar um tom puro no computador ¢ necessario avaliar a fungao y(t) =
sin(2w ft), como uma fun¢ao discreta de t, em intervalos de tempo iguais. Estes
intervalos de tempo devem ser suficientemente pequenos para obter uma forma
de onda suave. O quao pequeno deve ser o intervalo segue o critério de Nyquist).

Se t é o tempo em segundos, o periodo é de T = 1/f, este intervalo de
tempo ¢ chamado de intervalo de amostragem ts e o processo de dividir uma
onda continua e especificar apenas pontos discretos de tempo, é chamado de
amostragem. Devemos, portanto, ter uma frequéncia de amostragem, fs = 1/ts.

Uma maneira eficiente de obter sons semelhantes a instrumentos actsticos
com espectros complexos é por sintese sonora. A sintese aditiva é uma técnica que
cria tons pela soma de sons simples (série de Fourier). A sintese por modulacao
de frequéncia, ou sintese FM, utiliza os pardmetros: frequéncia portadora f,;
frequéncia de modulacao f,, e desvio de pico d. A equacao para uma onda com

frequéncia modulada, para obter sons, é dada pela equacao
e = Asinfa + Isin(ft)] (86)

em que e é a amplitude instantanea da onda portadora modulada; « é a frequéncia
portadora (em rad/s); § é a frequéncia de modulagao (em rad/s), e a relacao
entre a frequéncia modulagao e desvio de pico, I = d/ f,,, ¢ chamada de indice de
modulagao. As amplitudes de onda portadora e componentes sao determinados
pelas fungoes de Bessel de primeiro tipo J,(I) de ordem n, em que o argumento
¢ o indice de modulacao.

O carater da evolucao temporal das componentes espectrais ¢ de fundamen-

tal importancia na determinacao do timbre.
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A teoria classica da timbre considera como principais caracteristicas: o
envelope da amplitude da onda e a magnitude do envelope espectral. O envelope
da amplitude revela caracteristicas do tipo de oscilagao e do tipo de forca motriz.
Ha quatro componentes para o envelope de som: ataque, decaimento, sustentacao
e relaxamento. O ataque indica o tempo que o som leva para atingir o seu nivel
maximo desde o nivel zero. O decaimento é como um som desaparece. Sustentacao
¢ o intervalo de tempo em que o valor de pico ¢ mantido. O relaxamento é o tempo
que o som leva para desaparecer depois que a nota é tocada. Com as iniciais
desses passos é criado um envelope com o nome de ADSR. Existem envelopes
mais complexos, com mais passos intermediarios, mas geralmente sao variacoes
do mesmo conceito.

O envelope da magnitude espectral descreve como a energia ¢ distribuida ao
longo do dominio da frequéncia. O sistema actustico da maioria dos instrumentos
musicais consiste de uma fonte de excitacao e um ressonador. As frequéncias de
ressonancia, que dependem do tamanho e forma do material ressonador, enfatizam
certas regioes espectrais e amplificam algumas freqéncias harmonicas. Assim, o
envelope espectral de um instrumento exibe picos caracteristicos, chamados de

formantes, localizados em determinadas regioes de frequéncia.
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5 Sinfonia N°5 de Beethoven

A Sinfonia N°5 em D6 menor Op.67 de Beethoven, foi escrita entre 1804
e 1808, é uma das composicoes mais populares e mais conhecidas em todo re-
pertério da Musica Erudita Européia, assim como é também uma das sinfonias
mais executadas da historia, mesmo apo6s dois séculos de sua criacao. Trata-se
da primeira sinfonia do autor composta em tonalidade menor, o que s6 voltaria a
acontecer em 1824 com a Sinfonia N°9, em Ré menor op.125.

A Sinfonia N5 em D6 menor ainda hoje é considerada como um monumento
da criacao artistica. Estudiosos da misica erudita afirmam que a 5 Sinfonia é,
por si 86, um resumo de tudo o que representa Beethoven. Tudo o que ele fez antes
e depois dela estaria sintetizado nessa obra, com todos os aspectos beethovianos,
sua forca, tristeza e grandiosidade. Segundo proprio Beethoven:

Parecia-me impossivel deixar o mundo antes de ter dado a ele tudo o que
ainda germinava em mim.

Os quatro movimentos constituem a particularidade de uma homogeneidade
orquestral, sendo que, ao mesmo tempo, um exemplo de alternancia. O primeiro
movimento, revela grande tensao, tensao essa denunciada pelas cordas, eleva um
dramatismo extremo. O segundo movimento revela solenidade; uma marcha fine-
bre que se eleva pela sua emocao e beleza. O terceiro andamento, uma crispacao.
O quarto movimento: magnificéncia.

Mesmo quem nao costuma escutar musica classica ja ouviu, numerosas ve-
zes, o primeiro movimento da 5* Sinfonia de Beethoven. O pam-pam-pam-pam

que abre uma das mais famosas composicoes da historia.
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A orquestra descrita para a peca compoe-se dos seguintes instrumentos:
Familia de Instrumentos de Madeiras:
piccolo (apenas no 4° movimento)
2 flautas
2 oboés
2 clarinetes em si bemol e do
2 fagotes
contrafagote (apenas 4° movimento)
Familia de Instrumentos de Metais:
2 trompas em mi bemol e do
2 trompetes
3 trombones (alto, tenor e baixo, apenas 40 movimento)
Percussao:
timpanos (em sol e do)
Familia de Instrumentos de Cordas:
violinos (I)
violinos (II)
violas
violoncelos

contrabaixos
A seguir, é apresentada a sintese sonora de alguns instrumentos, no software

Matlab, dos movimentos: Allegro con brio; Andante con moto; Scherzo Allegro e

Allegro - Presto.
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5.1 Allegro con brio

A exposicao do tema é feita a partir do motivo central apresentado nos
primeiros compassos da sinfonia. Do primeiro ao quinto compasso, o tema ja
introduz uma grande tensao, cria um ambiente de expectativa, como se fosse
um antdncio da chegada de algo. O motivo gerador é composto por apenas quatro
notas, sendo que ao observarmos de forma vertical e a cada compasso, é executada
uma nota por vez e com total simetria ritmica.

A instrumentacao neste momento é composta por clarinetas e todo o naipe
de cordas. Violinos e clarinetas em unissono, separados das violas e contrabaixos
por uma oitava, e dos violoncelos por duas oitavas. Violas e contrabaixos em
unissono, separados dos violoncelos por uma oitava. A introducao do tema, que
ocorre nos primeiros cinco compassos tem funcao preparatéria, principalmente

pelo uso exacerbado de fermatas (compassos 2 e 5).
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Figura 5: Os § primeiros compassos dos violinos I e II da 5* Sinfonia.

Com o auxilio da partitura, ou parte dela (figura 5), é facil identificar as

notas

G G G D#

G GGD
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E possivel afirmar que o clima criado tem ligacdo direta com a relacdo de
intervalo existente na exposicao tematica, pois existem duas tercas descendentes
em tais compassos, uma maior (G - Eb, compassos 1 para 2) e outra menor (F
- D, compasso 3 para 4).

Dois intervalos que geram sensagoes distintas, mormente quando em sequén-
cia. A indicacao de dindmica também é fator que influencia a criacao de tal clima,
visto que a orquestra deve tocar fortissimo, marcando bem a presenca do motivo.
O movimento harmonico presente nos compassos iniciais (1 - 5) é da regido domi-

nante para mediante e da subdominante para supertonica (G-Eb-F-D).
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Figura 6: Compassos 6 ao 10 dos violinos I e II.
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Figura 7: Compassos 11 ao 15 dos violinos I e I1.
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Figura 8: Compassos 16 ao 21 dos violinos I e I1.

Nas figuras 77 e 7, nos compassos 11 ao 21, o violino I executa
Eb E E C C

e o violino II executa

Eb E E C C

Do compasso 6 - 21 ocorre a primeira parte do desenvolvimento do tema
apresentado. A estrutura ritmica é mantida, trés colcheias e uma minima. Nesta
parte inicial do desenvolvimento, o mesmo motivo aparece, alternadamente, nos
violinos (I e II) e violas, enquanto fagotes, violoncelos e violinos/violas, alternada-
mente, apresentam acompanhamento harmoénico. Fagotes e violoncelos executam
a mesma linha melddica em unissono, ambos executam a nota Do, afirmando,
neste momento, a estabilidade harmonica da sinfonia na regiao tonica.

Cabe ressaltar que o desenvolvimento tematico é caracterizado por uma
alteracao de dinamica muito importante, influenciando mais ainda na formacao
do clima da peca. No momento inicial do desenvolvimento, é indicado que se
execute piano (comp. 6 - 8), mas logo a frente a indica¢do é piano crescendo

(comp. 18) e forte (comp. 19). Do compasso 6 ao 10.
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Do compasso 7 - 21, pelo fato de fagotes e violoncelos se encontrarem em
unissono, caminham sempre em movimento direto, por oitavas paralelas. Entre
os compassos 14 e 18, o tema, em desenvolvimento, se apresenta em forma de
pergunta e resposta entre violinos I e violinos II/violas. Tal forma é caracterizada
pelo motivo de os dois grupos executarem as mesmas notas, porém em movimentos
opostos, enquanto um é ascendente, o outro é descendente. Durante a secao
de desenvolvimento, a harmonia transita entre as regioes dominante e tonica,
havendo apenas um momento de potencial instabilidade no compasso 20, quando
surge um tritono (C - F) de fungdo preparatoria. O tema desemboca nos trés
acordes executados tutti nos compassos 19, 20 e 21, que finalizam esta pequena
introducao e desenvolvimento, preparando a volta do motivo gerador através da
dominante (compasso 22).

Para realizar a sintese sonora, primeiro, as notas devem ser definidas no

Matlab.

% Frequencias das notas em Hz

[o)

% (Escala crom tica igualmente temperada)

% f =2"(n/12); ex: f_G = 391.99Hz;

o6




Em seguida, o andamento deve ser estabelecido e os valores das figuras e

suas respectivas pausas devem ser definidos.

% formula de compasso: 2/4
% minima = 108 BPM,
BPM = 108; % Beats por minuto

M=260; % 1 minuto

FS = 44100; % Frequencia de Amostragem (Hz)
TS = 1/FS; % intervalo
D = M/BPM;

% Valores

semibreve = 0:TS:(4xD);

minima = 0:TS:(2«D); % half-note

seminima = 0:TS:(D); % quarter—note
colcheia = 0:TS:(D/2); % eigth—note
semicolcheia = 0:TS:(D/4); % sixteenth-—note;
% Pausas

psemibreve = 0.001xsin(2xpixlxsemibreve);

pminima = 0.001xsin(2*pixlxminima);

pseminima 0.001*sin(2xpixl+xseminima);
pcolcheia = 0.001«xsin(2*pix1*colcheia);

psemicolcheia = 0.001lxsin(2*pix1lxsemicolcheia);
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Entao é so identificar as notas

% Compassos 1 ao 5 dos violinos I e II.

gama = 15; % Fator de amortecimento
G_colcheia = sin(2xpi*f_Gxcolcheia).x*exp(—gamaxcolcheia);
F_colcheia = sin(2xpixf_Fxcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

Dsus_seminima = sin(2xpixf_Dsusxseminima) .x*xexp(—gamaxsem nima);

D_colcheia = sin(2xpixf_Dxcolcheia).x*exp(—gamaxcolcheia);

compassoslao5_violino_I = [pcolcheia,G_colcheia,G_colcheia,
G_colcheia,...

Dsus_seminima, ...

pcolcheia,F_colcheia,F_colcheia,F_colcheia,...

D_colcheia,...

D_colcheia];

compassoslao5_violino_II = compassoslao5_violino_I;

compassoslao5\_violinos = [compassoslao5_violino_ I +

compassoslao5_violino_II];

Agora é s6 tocar utilizando o comando sound.

Command Window
>> sound(compassoslao5, FS)

wavwrite(compasoslao5, 'compassoslao5 violinos.wav');

Veremos como isso pode ser feito com outras partes da sinfonia.
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5.2 Andante con moto - Piit mosso - Tempo I

Este movimento é um tema lirico com uma ressonancia hinologica, até
mesmo festiva, recordando permanentemente o tom um tanto dramatico do pri-
meiro tema. Os dois elementos teméaticos sao a base dos processos variacionais,

primeiro lirico e temperado e, em tltima anélise, expressa felicidade.

pauice =] ~ ey ._;—"--\ Py R | T e 'F'} :
Violoneello. %Lﬂﬁ > 2= ﬁ;
r ffulfg'?,m f = |

Figura 9: Os 8 primeiros compassos de violoncelo do sequndo movimento.

Vamos, agora, escrever o codigo para tocar as notas dos 8 primeiros com-

passos do violoncelo:

% frequencia relativa as notas %
f_C2 = 130.812775;

f_C2st = 138.591324;

f_Db2 = 138.591324;

f_D2 = 146.832367;

f_Dst = 155.563492;
f_E2b = 155.563492;
f_E2 = 164.813782;
f_F2 = 174.614105;

f_F2st = 184.997208;
f_G2b = 184.997208;
f_G2 = 195.997711;

f_G2st = 207.652344;
f_A2b = 207.652344;
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T_A2 = 220;
f_A2st = 233.081848;
f_B2b = 233.081848;
f_B2 = 246.941635;
f_C3 = 261.625519;
f_C3st = 277.182648;
f_D3b = 277.182648;
f_D3 = 293.664734;
f_D3st = 311.126984;
f_E3b = 311.126984;
f_E3 = 329.627533;
f_F3 = 349.228241;
f_F3st = 369.994385;
f_G3b = 369.994385;
f_G3 = 391.995392;
f_G3st = 415.304688;
f_A3b = 415.304688;
f_A3 = 440;

f_A3st = 466.163788;
f_B3b = 466.163788;
f_B3 = 493.883301;
f_C4 = 523.251099;
f_C4st = 554.365234;
f_D4 = 587.329529;
f_D4st = 622.253906;
f_E4 = 659.255127;
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f_F4 =
f_F4st
f G4 =
f_G4st
f_A4 =
f_Adst
f_B4 =
f_C5 =
f_C5st
f_D5 =
f_D5st
f_E5 =
f_F5 =
f_F5st
f_G5 =
f_G5st
f_A5 =
f_A5st
f_B5 =
f_C6 =
f_Cost
f_D6 =
f_Do6st
f_E6 =
f_F6 =
f_F6st

698.456482;

= 739.988831;
783.990845;

= 830.609375;
880;

= 932.327576;
987.766602;
1046.502075;

= 1108.730591;
1174.659058;

= 1244.507935;
1318.510254;
1396.912964;

= 1479.977539;
1567.981812;

= 1661.21875;
1760;

= 1864.654785;
1975.533325;
2093.004395;

= 2217.460938;
2349.318115;

= 2489.015625;
2637.020264;
2793.825928;

= 2959.955078;
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f_G6 = 3135.963135;
f_G6st = 3322.4375;
f_A6 = 3520;

f_A6st = 3729.30957;
f_B6 = 3951.066895;

BPM = 108; % Beats por minuto

M=260; % 1 minuto

FS = 44100; % Frequencia de Amostragem (Hz)
TS = 1/FS; % intervalo
D = M/BPM;

semibreve = 0:TS: (4%D);

minima = 0:TS:(2xD);

minimapont = 0:TS:(3*D); % minima pontuada

seminima = 0:TS:(D);

seminimapont = 0:TS:(1.5%D); % seminima pontuada
colcheia = 0:TS:(D/2);

0:TS:((D/2)+(D/4)); % colcheia pontuada

colcheiapont

semicolcheia = 0:TS:(D/4);

semicolcheiapont = 0:TS:((D/4)+(D/8)); % Semicolcheia pontuada
fusa = 0:TS:(D/8);

semifusa = 0:TS:(D/16);

ligadura_C _SCP = 0:TS:((D/2)+(D)+(D/8)); % colcheia +

semicolcheia + fusa
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psemibreve = 0.001*xsin(2+pixlxsemibreve);

pminima = 0.001xsin(2*pixlxminima);

pminimapont = 0.001xsin(2xpixlxminimapont); % pausa minima
pontuada

pseminima = 0.001xsin(2*xpixlxseminima);

pseminimapont = 0.001xsin(2*pi*xlxseminimapont);

pcolcheia = 0.001xsin(2*xpix1lxcolcheia);

psemicolcheia = 0.001xsin(2xpix1lxsemicolcheia);

psemicolcheiapont = 0.001xsin(2*pixlxsemicolcheiapont);

% Equacoes das frequencias %

gama = 5; % fator de amorteciemnto

C2_minima = sin(2*pixf_C2*x2*minima) .*exp(—gama*minima) ;

C2_seminima = sin(2*xpi*f_C2*x2+xseminima) .*exp(—gamaxseminima);

C2_colcheia sin(2xpixf_C2x2*xcolcheia) .*xexp(—gamaxcolcheia);
C2_semicolcheia = sin(2xpixf_C2x2xsemicolcheia) .*exp(—gamax*

semicolcheia);

C2st_seminima sin(2*xpixf_C2st*2+xseminima) .*xexp(—gamaxseminima) ;

C2st_colcheia = sin(2xpixf_C2stx2+xcolcheia).*exp(—gamaxcolcheia);

C2st_semicolcheia = sin(2xpixf_C2stx2xsemicolcheia) .*exp(—gamax*
semicolcheia);

C3_minima = sin(2*pixf_C3*2*minima) .*exp(—gama*minima) ;

C3_seminima = sin(2xpixf_C3*2xseminima) .*exp(—gamaxseminima);

C3_colcheia = sin(2xpixf_C3*2*xcolcheia) .xexp(—gamaxcolcheia);

C3_ligadura _C _SCP = sin(2*pixf_C3x2xligadura_C_SCP).*xexp(—gamax*
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ligadura_C_SCP);
C3_semicolcheia = sin(2xpixf_C3x2xsemicolcheia) .*xexp(—gamax*
semicolcheia);

C3st_seminima = sin(2xpixf_C3stx2+xseminima).x*xexp(—gamaxseminima) ;

C3st_colcheia sin(2*xpixf_C3st*2xcolcheia).*exp(—gamaxcolcheia);

C3st_semicolcheia = sin(2xpixf_C3stx2+*semicolcheia) .*exp(—gamax*
semicolcheia);

E2b_minima= sin(2*pixf_E2bx2xminima) .*exp(—gama*minima);

sin(2xpixf_E2bx2*xseminima) .*xexp(—gamaxseminima);

E2b_seminima
E2b_colcheia = sin(2xpixf_E2bx2*xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);
E2b_semicolcheia = sin(2xpixf_E2bx2xsemicolcheia) .*exp(—gamax
semicolcheia);
E3b_minima= sin(2*pixf_E3b*2*minima).x*xexp (—gamaxminima);
E3b_seminima = sin(2*pixf_E3b*x2xseminima) .x*xexp(—gamaxseminima);
E3b_colcheia = sin(2xpixf_E3bx2xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);
E3b_semicolcheia = sin(2xpixf_E3bx2xsemicolcheia) .x*xexp(—gamax
semicolcheia);

Db2_minima= sin(2*pixf_Db2x*2xminima) .x*exp(—gama*minima);

Db2_seminima sin(2+pixf_Db2x2xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

Db2_colcheia

sin(2+pixf_Db2x2xcolcheia) .*xexp(—gamaxcolcheia);

Db2_semicolcheia = sin(2*pixf_Db2x2xsemicolcheia) .*exp(—gamax*
semicolcheia);

D3b_minima= sin(2*pixf_D3bx2xminima) .*exp(—gama*minima) ;

D3b_seminima = sin(2*xpi*f_D3bx2xseminima) .x*exp(—gamaxseminima);

D3b_colcheia = sin(2*xpi*f_D3bx2xcolcheia).x*exp(—gamaxcolcheia);

A2b_minima= sin(2xpixf_A2b*2+*minima) .*exp(—gamax*minima) ;
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A2b_seminima sin(2xpixf_A2bx2*xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

A2b_colcheia

sin(2xpixf_A2b*2*xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

A2b_semicolcheia = sin(2xpixf_A2bx2xsemicolcheia) .*exp(—gamax*
semicolcheia);

A3b_minima= sin(2xpixf_A3b*x2+*minima) .*exp(—gamax*minima) ;

A3b_seminima = sin(2xpixf_A3bx2+*seminima).x*xexp(—gamaxseminima);

A3b_colcheia = sin(2xpixf_A3bx2xcolcheia).*exp(—gamaxcolcheia);

A3b_semicolcheia = sin(2xpixf_A3bx2xsemicolcheia) .xexp(—gamax*
semicolcheia);

B2b_minima= sin(2*xpixf_B2b*2xminima) .*exp(—gama*minima);

B2b_seminima = sin(2*pixf_B2b*2xseminima) .*exp(—gamaxseminima);

B2b_colcheia sin(2*pixf_B2bx2xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);
B2b_semicolcheia = sin(2*xpi*f_B2bx2xsemicolcheia).*exp(—gamax*
semicolcheia);

B3b_minima= sin(2*pixf_B3bx2xminima).*exp(—gamaxminima);

B3b_seminima sin(2xpixf_B3bx2*xseminima) .*xexp(—gamaxseminima) ;

B3b_colcheia = sin(2xpixf_B3bx2xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

B3b_semicolcheia = sin(2xpi*f_B3bx2xsemicolcheia).*xexp(—gamax
semicolcheia);

D3b_semicolcheia = sin(2xpixf_D3b*2xsemicolcheia).*xexp(—gamax*
semicolcheia);

D2_minima = sin(2*pixf_D2*x2*minima) .*exp(—gama*minima) ;

D2_seminima sin(2xpixf_D2+2xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;
D2_colcheia = sin(2xpixf_D2x2xcolcheia).*xexp(—gamaxcolcheia);
D2_semicolcheia = sin(2*pixf_D2*x2*xsemicolcheia) .*exp(—gamax*

semicolcheia);
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D3_minima = sin(2*pixf_D3*2*minima) .*exp(—gama*minima) ;

sin(2xpixf_D3*2xseminima) .*xexp(—gamaxseminima) ;

D3_seminima

D3_colcheia = sin(2xpixf_D3*2*xcolcheia).*exp(—gamaxcolcheia);

D3_semicolcheia = sin(2*xpixf_D3*2*semicolcheia) .*exp(—gamax*
semicolcheia);

E2_minima = sin(2xpixf_E2*2+*minima) .*exp(—gamaxminima);

E2_seminima = sin(2xpixf_E2+2xseminima) .*xexp(—gamaxseminima);

E2_colcheia = sin(2xpixf_E2x2xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

E2_semicolcheia = sin(2xpixf_E2*2xsemicolcheia).x*xexp(—gamax*
semicolcheia);

E3_minima = sin(2xpixf_E3*2+*minima) .*exp(—gamaxminima);

E3_seminima = sin(2xpixf_E3x2xseminima) .*exp(—gamaxseminima);

E3_colcheia = sin(2xpixf_E3x2*xcolcheia).*exp(—gamaxcolcheia);

E3_semicolcheia = sin(2xpixf_E3*2xsemicolcheia) .*exp(—gamax
semicolcheia);

F2_minima = sin(2xpixf_F2*2xminima) .*exp(—gamaxminima);

F2_seminima = sin(2*xpixf_F2x2*xseminima) .*xexp(—gamaxseminima);

F2_colcheia = sin(2*xpixf_F2x2xcolcheia).x*exp(—gamaxcolcheia);

F2_semicolcheia = sin(2xpixf_F2x2*xsemicolcheia) .x*exp(—gamax*
semicolcheia);

F2_ligadura_C_SCP = sin(2xpixf_F2*x2+xligadura_C_SCP).*xexp(—gamax*
ligadura_C_SCP);

F3_minima = sin(2xpixf_F3*2xminima) .*exp(—gamaxminima);

F3_seminima = sin(2xpi*f_F3*x2xseminima) .*exp(—gamaxseminima);

F3_colcheia = sin(2*xpixf_F3x2xcolcheia).x*exp(—gama*xcolcheia);

F3_semicolcheia = sin(2xpixf_F3x2*xsemicolcheia).x*exp(—gamax*
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semicolcheia);

G2_minima = sin(2xpixf_G2*x2*xminima) .*exp(—gamaxminima) ;

G2_seminima =

G2_colcheia =

sin(2*xpixf_G2x2*xseminima) .*xexp(—gamaxseminima) ;

sin(2*xpixf_G2x2*xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

G2_semicolcheia = sin(2*pixf_G2*x2*semicolcheia) .*exp(—gamax*

semicolcheia);

G3_minima = sin(2xpixf_G3x2xminima) .*exp(—gama*minima);

G3_seminima =

G3_colcheia =

sin(2xpixf_G3*2xseminima) . xexp(—gamaxseminima) ;

sin(2*xpixf_G3*x2*xcolcheia) .*xexp(—gamaxcolcheia);

G3_semicolcheia = sin(2xpixf_G3*2xsemicolcheia) .*xexp(—gamax*

semicolcheia);

A3_minima = sin(2xpixf_A3*2xminima) .*exp(—gamaxminima);

A3_seminima =

A3_colcheia =

sin(2*xpixf_A3*x2*xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

sin(2xpixf_A3x2xcolcheia).*exp(—gamaxcolcheia);

A3_semicolcheia = sin(2xpixf_A3x2xsemicolcheia).x*xexp(—gamax

semicolcheia);

A2_minima = sin(2xpixf_A2*2xminima) .*exp(—gamaxminima);

A2_seminima =

A2_colcheia

sin(2*xpixf_A2x2*xseminima) .*xexp(—gamaxseminima);

sin(2*xpixf_A2x2*xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

A2_semicolcheia = sin(2xpixf_A2x2xsemicolcheia).x*exp(—gamax*

semicolcheia);

B3_minima = sin(2*pixf_B3*x2*minima) .*exp(—gama*minima) ;

B3_seminima

B3_colcheia =

sin(2xpixf_B3*2xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

sin(2*xpixf_B3*2*xcolcheia) .*exp(—gamaxcolcheia);

B3_semicolcheia = sin(2*pixf_B3*2xsemicolcheia) .*exp(—gamax*

semicolcheia);
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B2_minima = sin(2*pixf_B2x2*minima) .*exp(—gama*minima);

B2_seminima sin(2xpixf_B2*2xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

B2_colcheia = sin(2xpixf_B2x2xcolcheia).*xexp(—gamaxcolcheia);

B2_semicolcheia = sin(2xpixf_B2*x2xsemicolcheia) .*exp(—gamax*
semicolcheia);

C3_semicolcheiapont = sin(2xpixf_C3*x2xsemicolcheiapont).*xexp(—
gamaxsemicolcheiapont);

B2b_fusa = sin(2xpixf_B2b*2xfusa).=*xexp(—gamaxfusa);

A2b_semicolcheiapont = sin(2xpixf_A2bx2xsemicolcheiapont).xexp(—

gamaxsemicolcheiapont);

C3_fusa = sin(2xpixf_C3x2xfusa).*exp(—gamaxfusa);

A2_fusa sin(2xpixf_A2x2+fusa).*xexp(—gamaxfusa);

B2b_semicolcheiapont = sin(2xpixf_B2bx2*semicolcheiapont) .x*xexp(—
gamaxsemicolcheiapont);

D3_semicolcheiapont = sin(2xpixf_D3x2xsemicolcheiapont).x*xexp(—
gamaxsemicolcheiapont);

B2b_seminimapont = sin(2*xpixf_B2b*x2xseminimapont) .*exp(—gamax
seminimapont);

D3_fusa = sin(2xpixf_D3x2xfusa).*exp(—gamaxfusa);

G2_seminimapont = sin(2*pixf_G2*x2*xseminimapont) .*exp(—gamax*
seminimapont);

E2_semicolcheiapont = sin(2*pixf_E2x2*xsemicolcheiapont).xexp(—
gamaxsemicolcheiapont);

G2_fusa = sin(2xpixf_G2*2xfusa) .*xexp(—gamaxfusa);

F2_fusa = sin(2xpixf_F2x2xfusa).x*xexp(—gamaxfusa);

B2b_colcheiapontuada = sin(2xpixf_B2b*2xcolcheiapont).*xexp(—gamax*
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colcheiapont);

G2_semicolcheiapont = sin(2xpi*f_G2+2xsemicolcheiapont).x*xexp(—
gamaxsemicolcheiapont);

E2_fusa = sin(2xpixf_E2x2xfusa).*xexp (—gamaxfusa);

A2_semicolcheiapont = sin(2xpixf_A2x2xsemicolcheiapont) .*xexp(—
gamaxsemicolcheiapont);

E3_seminimapont = sin(2xpixf_E3*2xseminimapont) .x*xexp(—gamax*

seminimapont);

% Compassos 1 ao 8 do Vionc %

compassos_lao8 = [E2b_semicolcheia,A2b_semicolcheia,C3_colcheia,
C3_semicolcheiapont,B2b_fusa, ...

A2b_semicolcheiapont,C3_fusa,F2_ligadura _C_SCP,A2_fusa,
B2b_semicolcheiapont,C3_fusa...

D3_semicolcheiapont,C3_fusa,B2b_seminimapont,D3_fusa,
G2_seminimapont,B2b_fusa, ...

E2_semicolcheiapont,G2_fusa,(C3_ligadura_C_SCP,B2b_fusa,
A2_semicolcheia,F2_fusa,...

B2b_colcheiapontuada,D3_semicolcheia,G2_semicolcheiapont,E2_fusa,
A2_colcheia,A2_semicolcheiapont, ...

C3_fusa,E3_seminimapont];

sound (compassos_ lao8, FS)
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5.3 Scherzo Allegro - Trio - Scherzo

Este movimento tem uma forma livre, nem scherzo nem intermezzo, mas se
constitui como um epilogo do dramatismo na Parte I e um prologo da Parte IV.
Este ¢ considerado o momento-chave de toda a sinfonia, tanto psicologicamente

quanto do ponto de vista da construcao musical.
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Figura 10: Os 8§ primeiros compassos de fagote do terceiro movimento.

Vamos ouvir as notas dos 8 primeiros compassos do segundo movimento,

tocados pelo fagote com o seguinte codigo:

% Frequncias 4 oitava
f_C=261.62557;
f_Cst=277.18263;
f_D=293.66477;
f_Dst=311.12698;
f_Eb=311.12698;
f_E=329.62756;
f_F=349.22823;
f_Fst=369.99442;
f_G=391.99544;
f_Gst=415.3047;
f_A=440;
f_Ast=466.16376;
f_Bb=466.16376;
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f_B=493.8833;

%% Frequncias 3 oitava

f_B3=246.94165;

BPM=108; % Beats por minuto

M=60; %1 minuto

FS=44100; % Frequ ncia de amostragem (Hz)
TS=1/FS; % Intervalo

D=M/BPM;

% Valores

semibreve = 0:TS:(2xD);

minima = 0:TS:(D);

seminima 0:TS:(D/2); % half-—note

colcheia 0:TS:(D/4); % quarter—note
semicolcheia = 0:TS:(D/8); % eigth-—note
ligadura = 0:TS:((3/2)*D);

ligadura_C = 0:TS:((3/4)+*D);

pontodeaumento_C = 0:TS:((D/4)+(D/8));

% Pausas

psemibreve = 0.001+xsin(2*pixlxsemibreve);
pminima = 0.001xsin(2*pi*xlxminima);
pseminima = 0.001lxsin(2*pix1l*seminima);
pcolcheia = 0.001xsin(2*xpix1*xcolcheia);

psemicolcheia = 0.001xsin(2*pixlxsemicolcheia);
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gama = 15;

C_minima =
D_seminima
B3_seminim

D_minima =

F_minima
C_seminima
E_seminima

B3_minima

a

S

S

S

% Sintetiza o das notas

in(2*pixf_C*minima) .*exp(—gama*minima) ;

sin(2+pixf_D*seminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

= sin(2xpixf_B3xseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;

in(2+«pi*f_D*minima) .*exp(—gama*minima) ;

in(2+«pixf_F*minima) .*exp(—gama*minima) ;
sin(2*pixf_Cxseminima) .*exp(—gamaxseminima) ;
sin(2xpixf_Exseminima) .x*exp(—gama*seminima) ;

sin(2*xpi*f_B3*minima) .*xexp(—gamaxminima);

acorde_DB3 = (D_seminima+B3_seminima);

acorde_DF

acorde_EC

(D_minima+F_minima);

(E_seminima+C_seminima);

acordeminima_DB3 = (D_minima+B3_minima);

compassoslao8 = [pseminima,psemibreve,psemibreve,psemibreve,

psemibreve, psemibreve,C_minima,acorde_DB3,acorde_DF, ...

acorde_EC,acordeminima_DB3,pseminima];

sound (compassoslao8,FS);
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5.4 Allegro - Presto

Este movimento traz muitos elementos novos que constituem uma surpresa
genuina. Na exuberancia e alegria da construgao musical, aparece de repente um
tema lirico - um oboé que se aproxima de uma lembranca, reminiscéncia. Este

segmento leva um tema festivo que expressa alegria e vitoria absoluta.

TL T v 1 — 1 T

2 dE FE Ol ==

Figura 11: Os dltimos 8§ compassos de timpano do quarto movimento.

Vamos fazer a sintese sonora das notas dos tltimos 8 compassos, tocadas

pelo timpano.

clear all

%—baseado nas oitava de um piano—%

\O

s——PRIMEIRA-OITAVA %

f_Al

27.5;

f_Alst = 29.135233;
f_Bl1 = 30.867708;
f_Cl1 = 32.703194;
f_Clst = 34.647823;
f_D1 = 36.708096;
f_D1st = 38.890873;
f_E1l = 41.203442;
f_F1 = 43.653526;
f_Flst = 46.249302;
f_Gl1 = 48.999424;
f_Glst = 51.91309;
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%—SEGUNDA-OITAVA

f_A2
f_A2st
f_B2
f_C2
f_C2st
f_D2
f_D2st
f_E2
f_F2
f_F2st
f_G2
f_G2st
f_A3
f_A3st
f_B3
f_C3
f_C3st
f_D3
f_D3st
f_E3
f_F3
f_F3st
f_G3
f_G3st

TERCEIRA—OITAVA

e

55;
58.270466;
61.735416;
65.40638;
69.295647;
73.416199;
77.781746;
82.406876;
87.307053;
92.498604;
97.998848;
103.82618;

110;

116.540947;
123.470818;
130.812775;
138.591324;
146.832367;
155.563492;
164.813782;
174.614105;
184.997208;
195.997711;
207.652344;
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%F rmula de Compasso: 2/4

%M nima = 108BPM

[¢) [¢)
(¢} o

BPM = 108;

M= 60; %1 minuto

FS = 44100; %Frequ ncia de amostragem
TS = 1/FS; %Intervalo

D = M/BPM;

% Valores %
semibreve = 0:TS:(4%D);

minima = 0:TS:(2«D); %half—note
seminima = 0:TS:(D); %squarter—note
colcheia = 0:TS:(D/2); %eigth—note

semicolcheia = 0:TS:(D/4); %sixeenth—note

% Pausas %

psemibreve = 0.001xsin(2xpixlxsemibreve);
pminima = 0.001lxsin(2xpix1lxminima);
pseminima = 0.001xsin(2*xpi*xlxseminima);
pcolcheia = 0.001xsin(2xpix1lxcolcheia);
psemicolcheia = 0.001xsin(2*pi*lxsemicolcheia);

gama = 15; %Fator de amortecimento

% Banco—de—Tempos

Cl_seminima = sin(2xpixf_Cl*seminima) .*exp(—gamaxseminima);
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C2_seminima = sin(2xpix*f_C2*seminima) .*xexp(—gamaxseminima);

compassoslao5_basso_ I = [
pminima, Cl_seminima, pseminima, psemibreve, ...
Cl_seminima, pseminima, psemibreve, ...
Cl_seminima, pseminima, psemibreve, ...
pminima, Cl_seminima, pseminima, psemibreve, ...
pminima, Cl_seminima, pseminima, psemibreve

1;

compassoslao5_basso_II = compassoslao5_basso_I;

compassoslao5_basso = [compassoslao5_basso_I +

compassoslao5_basso_II];

sound(compassoslao5_basso,FS)

Agora que vimos os primeiros compassos de cada movimentos da 5% Sinfonia
de Beethoven, é possivel realizar um trabalho em equipe para realizar a sintese
sonora da sinfonia completa. A 5% Sinfonia tem 628 compassos que podm ser
divididos, em movimentos, por instrumentos ou de alguma outra maneira, para
que cada aluno tenha uma parcela de contribuicao para construir a sintese sonora
da 5% Sinfonia de Beethoven em D6 menor. Foi possivel observar algumas imper-
feigoes, como se as notas fossem cortadas. Isso acontece porque as notas foram
escritas sem a parte de sustentacao de uma nota, somente com ataque e decai-
mento. A execugao ficaria muito melhor com a aplicacao de um pacote ADSR.
Outro fator interessante de trabalhar, para aperfeicoar a sintese, ¢ o timbre de

alguns intrumentos.
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